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 اعذاد مختلط

یک ػذد هختلػ تِ صَرت سٍج هزتة  ,x yکِ در آى xٍ yاػذادی حميمي  

 :ٍاظح است کِ.  هي تاضٌذ تؼزیف هي ضَد

1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) , x y x y x x y y    

 : اػوال خوغ ٍ ظزب دٍ ػذد هختلػ را تصَرت سیز تؼزیف هي کٌين

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1

( , ) ( , ) ( , )

( , )( , ) ( , )

( , ) ( , )

x y x y x x y y

x y x y x x y y x y x y

m x y mx my
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 :ایي اػوال دارای خَاظ سیز ّستٌذ

 خاصيت خاتدایي ًسثت تِ اػوال خوغ ٍ ظزب -1

 خاصيت ضزکت پذیزی ًسثت تِ اػوال خوغ ٍ ظزب -2

 خاصيت پخطي ػول ظزب تِ ػول خوغ  -3

 

  :قرارداد

( ,0)x x 
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ػلاٍُ تز ایي .  هي تاضذاػذاد حميمي سیز هدوَػِ ای اس اػذادهختلػتا ایي لزار داد، 

اػوال خوغ ٍ ظزب تؼزیف ضذُ تزای اػذاد هختلػ در هَرد اػذاد حميمي تِ خوغ ٍ 

 اس دستگاُ گستزضي ؼثيؼيتٌاتزیي دستگاُ اػذاد هختلػ . ظزب هؼوَلي تثذیل هي ضًَذ

 .اػذاد حميمي است

 

 هدَػِ اػذاد ػعَ خٌثي یکي ّستٌذ 1 ٍ 0 ًيش کِ تا اػذاد (1,0) ٍ (0,0)ًماغ 

 .هختلػ ًسثت تِ اػوال خوغ ٍ ظزب هي تاضٌذ
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  :یکه مًهًمی

(0,1)i  
2 . (0,1).(0,1) 1i i i    

 

 .لَاًيي ظزب،تمسين ٍ تَاًْای اػذادهختلػ ًيش هاًٌذ لَاًيي هزتَغ تِ اػذاد حميمي اًذ
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 :قضیه اساسی جبر

...ّز چٌذ خولِ ای تِ ضکل  0
0 1

na a x a xn    کِ در آى 

n ظزایة اػذادی حميمي ّستٌذ در دستگاُ اػذاد هختلػ دارای  .  خَاب است 

 . حتي اگز ظزایة اػذادی هختلػ تاضٌذ، ایي هؼادلِ در دستگاُ اػذاد هختلػ خَاب دارد

ایي لعيِ ًطاى هي دّذ تزای حل هؼادلات تا ظزایة هختلػ لشٍهي تِ ساختي هدوَػِ 

 .ای ٍسيغ تز اس هدوَػِ اػذاد هختلػ ًيست
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zّز ػذد هختلػ را هي تَاى تصَرت  x iy ًطاى داد، سیزا  

( , ) (1,0) (0,1)x y x y x iy    

 

 اػذاد سیز را تِ صَرت سٍج هزتة تٌَیسيذ؟: هثال

2 2(1,0)

2 (0,1)(0,1) 1(1,0) 1

3 (0,1)(0,1)(0,1) 1(0,1)

i

i i
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2هؼادلِ  1 0x   ِیؼٌي تز رٍی هحَر ًوي تاضذ در هدوَػِ اػذاد حميمي دارای ریط ،

حال فزض کٌيذ . اػذاد حميمي ًمؽِ ای را ًوي تَاى یافت کِ در هؼادلِ فَق صذق کٌذ

1i   (  ّز چٌذ درتي هؼٌي است )  2تٌاتزایي 1i   هؼادلِ فَق دارای خَاب ٍ 

2 2x iخَاّذ تَد . 

2هؼادلِ : هثال 7 0x  را در ًظز تگيزیذ : 

2 27 7x i                7x i   

 

2ریطِ ّای هؼادلِ : هثال 4 6 0x x  را تياتيذ؟  
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2 4 6
2 2 2 2

1
x i

  
       

 

z اگز :وکته x iy  تاضذ، لسوت حميمي z را تا Re( )z ًطاى دادُ ٍ لسوت 

)Imهََّهي آى را تا  )zًطاى هي دٌّذ . 

Re( )z x         Im( )z y  

 ًوي تاضذ، یؼٌي ًوي تَاى اػعای آى را تز خاصيت تزتيثي ایي هدوَػِ داری :وکته

 (تز خلاف اػذاد حميمي)حسة تشرگي یا کَچکي هزتة کزد
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zعملیات جبري بر ريي اعذادمختلط بصًرت x iy   

 تساٍی دٍ ػذد هختلػ- 1

1 1 1

1 2 1 2 1 2

2 2 2

  ,  
z x iy

z z x x y y
z x iy

  
    

    

 :خوغ ٍ تفزیك دٍ ػذد هختلػ- 2

1 1 1

1 2 1 2 1 2

2 2 2

+ ( )
z x iy

z z x x i y y
z x iy
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 :ظزب دٍ ػذد هختلػ-3

1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2

( ).
z x iy

z z x x y x y xi
z

y y
x iy

 
  

 
 


 

 : در ٍالغ درستي ظزب فَق را هي تَاى تصَرت سیز ًيش تزرسي کزد

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( )x iy x iy x x x iy iy x iy iy x x y y i x y y x         

 

 :تَاى ػذد هختلػ -4

. ...nz z z z 
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 :هثال

1i   , 
2 1i   , 

3 2. 1i i i i      , 
4 2 2. 1i i i         

5 2 3. 1( )i i i i i      

1            4

            4 1

1         4 2

         4 3

n k

i n kni
n k

i n k




 
 

  
  

 

 

 :تمسين دٍ ػذد هختلػ- 5
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تَخِ داضتِ تاضيذ کِ در تؼزیف ػول تمسين در دستگاُ اػذاد حميمي، اتتذا ػعَ ٍارٍى 

ظزتي را تزای دٍ ػذد حميمي تؼزیف کزدین ٍ سپس ػول تمسين را تصَرت ػول 

حال سَال ؼثيؼي ایي است کِ چگًَِ هي تَاى ػول تمسين در  .ظزب تؼزیف ًوَدین

را تِ صَرت ظزب تؼزیف کزد؟  

 خَاّين هشدٍج یک ػذد هختلػتزای اًدام ایي کار، ًياس تِ تؼزیف هفَْهي تِ ًام 

 .داضت
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 مزديج یك عذد مختلط
 

zاگز  x iy  یک ػذد هختلػ تاضذ، هشدٍج آى را تِ صَرت z x iy  تؼزیف 

 تٌاتزیي  .هي کٌين

2 2.z z x y  

 تا تَخِ تِ تؼزیف هشدٍج ػذد هختلػ تمسين دٍ ػذد هختلػ تِ صَرت سیز تؼزیف هي 

 :ضَد
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1 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1
( ) ( )

(0,0) ( )( )

( )( )

z x y i
z x y i x y i

z z x y i x y i x y i

x y i x y i x x y y y x x y
i

x y x y x y


     

   

   
  

  

 

2 همذار !تًجه 2.z z x y را لذرهؽلك یا هذٍل   ( mod)  ػذد هختلػz تؼزیف

zهي کٌٌذ ٍ تا ًواد  x iy ًوایص هي دٌّذ  . 

 . گَیٌذهََّهي هحط اگز لسوت حميمي یک ػذد هختلػ صفز تاضذ، تِ آى :وکته
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 تزای ًوایص iدر ػلَم فيشیک ٍ سیز ضاخِ ّای آى، اس آًدایي کِ اس ًواد  :وکته

پس . ًوایص هي دٌّذj را تا 1ضذت خزیاى استفادُ هي ضَد، ػذد هََّهي 

1j  . 

zتِ .  یک ػذد هختلػ را هي تَاى تِ صَر هختلف ًوایص داد:وکته x iy   صَرت

 . هي گَیٌذzػذد هختلػ  خثزی

 حاصل  ػثارت: هثال
1

2

i
z

i





  را تِ صَرت خثزی تٌَیسيذ؟

1 2 3 1
.

2 2 5 5

i i
z i

i i
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1اگز : هثال 3 2z i  ٍ 2 1z i   1 تاضذ، آًگاُ حاصل

2

z

zرا تذست آٍریذ؟  

3 2 1 1 5 1 5

1 1 2 2 2

i i i
i

i i

    
    

    
 

  درستي ّزیک اس هَارد سیز را ًطاى دّيذ؟:تمریه

1. 1 2 1 2z z z z    

2. 1 2 1 2. .z z z z        یا         
1 1

m m

i i

i i

z z
 

 
        

3. 1 2 1 2z z z z         یا   
1 1

n n

i i

i i

z z
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3. 1 2 1 2.z z z z        یا      
1 1

m m

i i

i i

z z
 

   

 

4. 
11

2

2 2

    (0,0)
zz

z
z z

 
 

 

5. 1 2 1 2z z z z    
 

6. 1 2 1 2z z z z    

7. 1 2 1 2 1 2. Re( . ) .z z z z z z  
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 تعبیر هىذسی اعذاد مختلط ي ومایش قطبی آن

اس آى خایي کِ ّز ػذد هختلػ را هي تَاى تِ صَرت یک سٍج هزتة اس اػذاد حميمي 

ًوایص داد، هي تَاى صَرت لؽثي ایي سٍج هزتة را تِ ػٌَاى صَرت لؽثي ػذد 

 .هختلػ در ًظز گزفت
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cosxهي تَاى یک سٍج هزتة را تِ صَرت لؽثي تِ ضکل r  ٍ siny r  

 ًطاى داد کِ در آى

2 2        tan
y

r x y
x

    

 :حال هي تَاى ضکل لؽثي ػذد هختلػ را تِ صَرت سیز ًَضت

cos sin (cos sin )z x iy r ir r i rcis           

 ّز ػذد هختلػ دارای یک تخص حميمي ٍ یک تخص هََّهي ٍ یک ؼَل است :وکته

 . داردargٍلي تؼذاد تي ضواری 
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)mod : تا تَخِ تِ راتؽِ تالا هي تَاى گفت )r z    arg( )    0 2z     

 . آرگَهاى آى گَیٌذ ؼَل یا هذٍل ػذد هختلػ ٍ تِ r تِ :وکته

 :تزای هثال هيتَاى هؼادلِ دایزُ را تِ صَرت لؽثي تياى کزد

   2 2( , ) :  =1   A= 1 , 0 2A x y x y r        

      رابطه ايیلر

sin ,cos , 2.71828183
2 2

i i i ie e e e
e

i
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cos sin

cos sin

i

i

i e

i e





 

  

  


    
راتؽِ اٍیلز
  

    . (cos sin )z x iy x iy xe e e e e y i y    :  در حالت کلي 

 تًجه!

cos

                   cos sin (cos sin )

sin

i

x r

z r ir z r i z re

y r

if 
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1zصَرت لؽثي : هثال i را تٌَیسيذ؟  

1 , 1x y   
2 2 2

7
tan 1  =2 -

4 4

r x y

y

x

 
  

  

     

 :                                                            صَرت لؽثي
7

2
4

z cis


 

 یک ػذد هختلػ تاضذ، ؼَل ٍ آرگواى zاگز : هثال
z ie 

  چمذر است؟
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( 1) ( 1).
1

x

x iy i x i y x i y i r e
e e e e re

y





    
 

    
  

 قضیه دمًآير

1اگز  1 1 1 1z x iy rcis   ٍ 2 2 2 2 2z x iy r cis   ُتاضذ، آًگا  

1 2 1 2 1 2. ( )z z r r cis    

  :اثثات
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1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

. (cos sin )(cos sin )

(cos cos sin sin (sin cos sin cos )

cos( ) sin( )

z z r r i i

r r i

r r i

   

       

   

   

  

     

ّا را در ّن ظزب ٍ r در ظزب دٍ ػذد هختلػ در صَرت لؽثي،کافي است :ًکتِ

ّا را تا ّن خوغ کٌين . 

1 اگز !تَخِ 2z z z  ُ2 آًگا 2 2

1 2. ( ) 2z z z rcis r cis   . 

 :ًکتِ

1 11 1 cos sin ( )
( )

(cos sin )

i cis
z r cis

z r i r r
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ّا تز ّن تمسين ٍ rتٌاتزیي در تمسين دٍ ػذد هحتلػ در صَرت لؽثي، کافي است 

 . ّا را اس ّن کن کٌين

1 1

1 2 1 2 1 2 1 2. ( )z z z z r r cis      

  تذست آٍریذ؟sin ٍ cosرا تزحسة  sin3 ًسثت ّای هثلثاتي :هثال

3 3 3 3 3 3( ) (cos sin ) (cos3 sin3 )z rcis z r cis r i r i             
3 2 2 2 3 3

3 2 2 3

cos 3cos sin 3cos sin sin

cos 3sin cos 3cos sin sin cos3 sin 3

i i i

i i i

     

       

  

       

3 2

2 3

cos 3cos sin cos3

3sin cos sin sin 3
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zاگز : هثال x iy rcis   ٍ ( )z x iy rcis    ُآًگا  

2 2 2 2. ( )z z r cis r x y      

ػثارت : هثال
1

1

i

i




  را تِ صَرت لؽثي تٌَیسيذ؟

1 1 1 1 2

1 1 2

i i i
i

i i

   
  

 
 رٍش دیگز  :

1 2 7
( )

1 4 42

i
cis i

i
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 صًرت كلی قضیه دمًآير

1اگز  2, ,..., nz z zاػذاد هختلػ تا ضٌذ، آًگاُ خَاّين داضت : 

1 2 1 2 1 2. ... ... ( ... )n n nz z z r r r cis       

1حال اگز  2 ... nz z z z   ُتاضذ، آًگا  

1 2. ... ( ) ( )n n n

nz z z z rcis r cis n    

 : بىابریه

( )n nz r cis n 
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1)12حاصل ػثارت : هثال ) (2 2 3 )i i را تذست آٍریذ؟  

12 12

1 1

2 2

1 2

(1 ) 2   ( 2 ) 64 3 64
4 4

2 2 3   4
3

4
. (64 3 )(4 ) 256

3 3

z i cis z cis cis

z i z cis

z z cis cis cis
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 ریشه هاي اعذاد مختلط

0فزض کٌين  0 0z r cis هي خَاّين 
1

0
nzاس آًدایي کِ .  را تذست آٍرین

1

0
nz 

 خَد یک ػذد هختلػ است 

1

0
nz z rcis  

 . تذست هي آیذ0zام ػذد هختلػ n در ٍالغ ریطِ rٍ تا تذست آٍردى 

1

0 0 0 0( )n n nnz z z z z r cis n r cis       
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1

0
0

0
0

0

cos cos
2

, 0,1, , 1sin sin

n

n
r r

r r
n

k
k nn

n

 
 

 

 


   
     


 

 :پس تِ ؼَر کلي هي تَاى گفت

0
1 0

2
 , 0,1, , 1n

k

k
u r cis k n

n
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0
1 0

0
2 0

0
3 0

0
0

0

2
1

4
2

2( 1)
1

n

n

n

n
n

k u r cis
n

k u r cis
n

k u r cis
n

n
k n u r cis

n



 

 

 

  


  


  

 
   


 

0 0 0
0 0 0 1 2 

2
) (n n n

n
u r cis r cis r cis u

n n
i k n

n
f
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2 ریطِ پٌدن :هثال 2iرا تذست آٍریذ؟  

5

0 0 0

5 5 10

10

1

2
2 2 4 4 2 2     ,   tan 1

2 4

2 2 8 8

2
48        k=0,1,2,3,4k

z i r

r

k

u cis
n


 






         

  





 

 ، رئَس یک پٌح ظلؼي هٌتظن هحاغ در دایزُ ای تِ 2ایي پٌح ریطِ تز رٍی صفحِ 

10ضؼاع   . هي تاضذ8

  هؼادلات سیز را حل کٌيذ؟:هثال
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3 1 0t   (الف 

3

0 0 0

3

1

1          1 , 0 , 1

0   1 1

2
        (k=0,1,2)

3
k

t x y r

r

k
u cis






   

  


 

2 1 0t   (ب 

0 0 0

0

1

1           1 , 0 , 1 

0 ,  1 1

( )        (k=0,1)k

t x y r

r

u cis k





   

  


 

6z= i  (ج 
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0 0 0

6

0

1

0, 1, 1

 ,  1 1
2

2
2         (k=0,1,2,3,4,5)

6
k

x y r

r

k

u cis









  

  





 

3 1 1z i i   (د 

2 3 66 6

0 0 0

12
0 0

12
1

(1 ) (1 ) ( 2 )(2 2 ) 4 4

4, 4, 16 16 32

tan 1            32
4

2
432            (k=0,1,2,3,4,5)

6
k

i i i i i

x y r

r

k

u cis


 






      

    

   





 

4 هکاى ٌّذسي :هثال 2z z  چِ ضکلي است؟  
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2 2 2 2 2 2 2 24 2 ( 4) ( 2) ( 4) ( 2)

12 12 1

x iy x iy x y x y x y x y

x x

                

      

1xهکاى ٌّذسي هَرد ًظز خػ   هي تاضذ . 

ظلؼي هٌتظن  را تطکيل  هي -nام ٍاحذ،  رئَس یک n ریطِ   nًطاى دّيذ :  توزیي

 .دٌّذ

1ریطِ ای اس هؼادلِ  0zاگز : توزیي

1 1 0( ) ...n n

n nf z a z a z a z a

     

ia). تاضذ، آًگاُ هشدٍج آى ًيش ریطِ ایي چٌذ خولِ ای است ) 
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ام ٍاحذ تاضذ،آًگاُ n یکي اس ریطِ ّای wاگز: توزیي

2 11 2 3 ...
1

n n
w w nw

w

    
است . 

3ًطاى دّيذ، هؼادلِ: توزیي 3 10z z   هؼادلِ یک تيعي است ، . 

 .ّزیک اس هَارد سیز را ثاتت کٌيذ: توزیي

1. Im( )
2

z z
z

i


  

 

2. 
nnz z  

 

3. z z  
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4. Re( )
2

z z
z


  

 

5. 0 0z z    
 

6. 2 Re( ) Im( )z z z   

 

)Reاگز : توزیي ) 0z  ُآًگا ،( ) 0Arg z z . 

ریطِ چْارم : توزیي
1 3

1 3

i
z

i





  را حساب کٌيذ؟
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 ریطِ هؼادلات سیز را تذست آٍریذ؟: توزیي

1. 
4 24 16 0z z    

 

2. 
6 4 2 5 31z z z z z z       

 

3. 4 3 24 7 6 3 0z z z z      

 

0w  ریطِ سَم ٍاحذ تاضذ wٍ اگز: توزیي ًطاى دّيذ : 

1. 
21 0w w    
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2. 
2 4(1 )w w   

 

3. 
2 2(1 )(1 ) 4w w w w      

 .ثاتت کٌيذ: توزیي

1 tan 1 tan

1 tan 1 tan

n
i i n

i i n

 

 

  
 

   
 

  را تياتيذ؟zهکاى ٌّذسي : توزیي

1.  : 1 1 3z z i z i        
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2.  : 4 1 1 6z z i z i       
 

1 اگز: توزیي 2 3, ,z z z ٍ 2 3z zًطاى دّيذ : 

11

2 3 2 3

zz

z z z z


   


